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«&´Lµ3¼³¯lÉn¸GÈ£´L²$´G\³µ3¬0¯º§5éG\É�µ3±n´ ¬0éL�«&°�°�«_Ë&Á.Æ�¯È�¯l°/£¬0éG«&´ % � � Ã^ 4¾G°�±n¯l°$¾G±Q'l¯&¬�²2«&°/
¾§³°/È£±�¬�¬0\µ¢±n´£¬0éL�¼³¸L°�°�\´1¬�ë"¯l°h��±�´G®2«?°�°0«uË&ï¹ºG¸¹¬"¬0éL±�²"¾G«&°0«&È�\¬�³°*µG¯¹\²"´G¯?¬¡é-« 'l «&´1Ë¢ "T\¼\¬�±n´
¬�éG±�²�²�È£«&É�ÉL�ñL«&È�¾GÉ�?Á	B-°�¯l´1¬,«?É§È£«?¬�°�±�ñ/ �±n²*«?²�²�\È�ºGÉn³µ5±n´�¬�¯$«� �Îsº1Ë1ÎiÃ�«&°/°0«uË�±�´G²/±�µG�¬0éL�å?Î�º1Ë�Î *
ë*¯l° ��±n´G®�«&°/°0«uËlÁ � éG$¸G¾=µG«?¬0\²�ê�¯l°�¬�éG�²/³¼³¯&´Gµ.¾G±7'&¯&¬f«&°/�´G¯&¬�Ël�¬�«&¾G¾GÉn±�³µTïT«&´Lµ¬0éG�²/³¼\¯l´Gµ
¼\¯l´1¬0°�±nºG¸L¬�±�¯l´3ºGÉn¯¹¼=�C±�²2´G¯&¬2Ë&\¬£²/¬0«&¼=�&\µ�Á Æ�¯&¬0�¬�é-«?¬�¼³¯&É�¸GÈ�´ <.ë"«&²�µG�¬0³°/È£±n´G³µ3¬�¯ º§�«
´G¯&´¹Îs¼³«&´GµG±nµ-«?¬0�¼³¯lÉn¸GÈ�´5±�´ ����¬0é-«?¬¡È£±n®lé1¬¡«&¾L¾=³«&°¡±�´£¬0éGf²/³¼³¯&´Gµ�ê�°�¯l´1¬,«?ÉTÈ£«?¬0°/±�ñ=Á .�¬¡ë*¯l¸GÉnµ
é-« '&�«&¾G¾§u«&°/³µ3±�ê�°�¯_ë&e4ë*³°�¢¾G±�¼=�?³µ «&²q¬�éG5²/³¼³¯&´Gµ�¾G±7'&¯&¬$°/¯_ë�ï+±�´G²v¬0u«?µ·¯&ê�°�¯_ë& ¹Á � éG
¸G¾L¾=\°�º§¯l¸G´Gµ¯&´)¬0éL$²�\¼³¯l´Lµê�°�¯l´1¬,«?É¦È£«?¬0°/±�ñ�±n²$ _Îsº1Ë1ÎsåGï�ºG¸L¬�¬0éG$«&¼\¬�¸-«&É�²�±76³qê�¯&¸G´GµµG¸L°�±�´L®
´�¸GÈ�³°/±�¼u«?ÉTê�«&¼\¬�¯l°�±76u«?¬�±�¯l´¢±�²R �Î�º�Ë1ÎsÃLÁ
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B!±�®l¸L°�@ ¹¿�ð!ñL«&È�¾GÉ�f´�¸GÈ�³°/±�¼u«?ÉTê�«&¼\¬�¯l°�±76u«?¬�±�¯l´T¿!È£«?¬0°/±�¼³\²�«&´Gµ�¬0°/³

2

supernodal column

 

{7, 8}

4

3

1

elimination tree

{5, 6}

��çCBPò§Ê�ª ó Í�� ê�«?¼\¬0¯&°�²¬0éL�È£«?¬�°�±�ñF�

B!±�®l¸L°�fÃL¿�ð!ñL«&È�¾GÉ�f´�¸GÈ�³°/±�¼u«?ÉTê�«&¼\¬�¯l°�±76u«?¬�±�¯l´T¿!µG�¬,«&±nÉ�²�¯&ê�ê�°�¯l´1¬0«&É�È£«?¬0°/±�¼³\²
 

1 4 7
1
4

3
7

3 4 7 8

7

4 7 8
4

7 8
7
8

7

7

7

3

2 3 7 8
2
7

5 6
5
6
8

7 8
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B¦±�®l¸G°/fåG¿[��¾L¾=\°�º§¯l¸G´Lµ)¾-«J¬�¬0\°�´�¯&êPÍ��Nê�«?¼\¬0¯&°�±d6³«?¬0±n¯l´
initial matrix after step 1 after step 2 after step 3

after step 4 after step 5 after step 6 after step 7
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initial matrix after step 1 after step 2 after step 3

after step 4 after step 5 after step 6 after step 7
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ÃLÁ � éG�ê�«&¼�¬0¯l°/±d6u«J¬0±�¯&´f¯&êLê�°/¯l´1¬,«&É1È£«?¬0°/±�ñfÃ�²v¬,«&°v¬0²�ë�±n¬�é�¬�éGE _Îsº1Ë1ÎiÃ�ê�°�¯l´1¬,«?É1È¢«?¬�°�±�ñ�ê�°/¯lÈN¬0éL*¾G°/±�¯l°
¾G±Q'l¯&¬³ÁPð!ñ^¬0\´GµG±�´L®�¬�éG�²�\¼³¯l´Lµ�ê�°/¯l´1¬,«&É¹È¢«J¬0°�±�ñ�¬0¯f±�´L¼³É�¸LµG"¬0éL¡¬0éG±n°�µ�¾G±Q'l¯&¬!ë"¯l¸LÉ�µ�¼³°/u«?¬�G6³³°/¯
\´�¬�°�±n³²I%�Én±�´G %0/�,*±n´�Ê�Én®l¯l°�±�¬0éGÈ Âf,�²�¯2¬0éG�¾§³´GµL±�´G®2¸G¾§µ-«?¬�³²�ê�°�¯&È ¾G±Q'l¯&¬? �«?°��«&¾G¾LÉ�±�\µ�ïG«?´Gµ
¬�éG5Â\Î�º�Ë1Î  £¼³¯l´1¬�°�±�ºL¸L¬0±n¯l´	ºGÉn¯¹¼=��±n²�¾GÉ�«&¼³\µ�¯l´	¬0éL�²/¬0«&¼=�5%�É�±�´LF%./%/�, ,YÁ � éG$¼³¸G°/°�³´1¬fë*¯l° ��±n´G®
«&°/°0«uË.±�²�´G¯_ë \È£¾¹¬sËlï¦«&´Gµ ¬�éG�¬0éG±n°�µ.ê�°�¯l´1¬,«?É+È¢«?¬�°�±�ñ�±�²�¼\¯l´G²/¬�°�¸G¼�¬0\µ�ïP¯&ê"²�±d6\F _Îsº1Ë1Î; ¹Á � éG
\´�¬�°/Ë $�� ������ ±n²�«&²�²/³È�ºGÉn³µ4ê�°�¯lÈ ¬�éG�¾G°�±n¯l°�¼³¯l´1¬0°/±�ºG¸¹¬0±�¯&´4ºLÉ�¯^¼=��±�´1¬0¯2¬0éLq¼\¸G°�°/³´1¬�ê�°/¯l´1¬uÁ¡Æ�¯¹µL
 $±n²�«���×_ßJÒ�¯&ê�±�¬0²	�GâLÕ&Ö0Ô�Ò-Ù�´G¯^µGfÃ�±n´5¬0éG�½�Ê�À�ï¹º=\¼u«&¸L²�f¯l´Gf¯&°¡È£¯&°��¼\¯lÉ�¸LÈ£´G²"¯&ê�´G¯¹µL@ 
¼³«&´	º§q¼\¯lÈ�¾GÉ��¬0³É�Ë5°/³È�¯f'&³µ4ê�°�¯lÈ ¬�éGq¼\¯l´1¬0°/±�ºG¸L¬�±�¯l´�ºGÉn¯¹¼=��¯?êP´G¯^µG� �«&´Lµ«&²/²�³È$ºGÉ�\µ	±�´1¬�¯
´G¯^µG¢ÃLïPºG¸L¬�´G¯&¬� 'l\°/Ë·¼\¯lÉ�¸LÈ£´ ¼u«&´3º§5«&²/²�\È�ºGÉ�\µ ÅÇå-(JÌ¤Á � éG¢ê�°/¯l´1¬,«&É�È¢«J¬0°�±�ñ «?¬�´L¯¹µGF 
È£«��&\²f«5¼³¯&´�¬�°�±nºG¸L¬0±n¯l´)¬�¯5¬0éG$¾G±7'&¯&¬ ¼\¯lÉ�¸GÈ�´¯&ê�´L¯¹µG�ÃLïTºG¸¹¬f´G¯&¬ ¬�¯¢¬0éL�¾G±7'&¯&¬f°/¯�ë�Á�Æ�¯¹µL
 �±�²q«
��×_ßJÒ¯&ê�´G¯^µG£Ã)º§³¼³«&¸G²��� � � ±�²�´G¯l´V6\³°/¯�«&´Gµ� � ��±�²I6³\°�¯GÁ�Ê�É�É+¯&¬�éG³°q³µG®l\²$±n´ ¬0éL½�Ê�À «&°/�º=�¬së"\³´�����×_ßJÒL×�«&´Gµ����-âLÕ&Ö0Ô�Ò-ÙÓ×�Á � éG�¸G¾§µ-«?¬�³²�ê�¯l°$¬�éG�¬0éG±n°�µ3¾G±Q'l¯&¬2«&°��´G¯?¬
Ë&\¬�«?¾G¾GÉ�±n³µ�ï^«&´Lµ¢¬0éG�¬0éG±n°�µ�¼³¯l´1¬�°�±�ºL¸L¬0±n¯l´¢ºGÉn¯¹¼=�i%Ó¬0éGqÂ\Îsº1Ë1Î,Â�È¢«J¬0°�±�ñ�éG¯lÉnµG±�´L®¡»/¸L²/¬"¬�éG�\´1¬0°/Ë
$�� ������ ,¡±�²�´L¯&¬�Ël�¬�²v¬,«&¼=�?³µ�Á

åGÁ � éG.ê�¯l¸G°v¬0é ²/¬�³¾ ¯&êqê�«?¼\¬0¯&°�±d6³«?¬0±n¯l´;²v¬,«&°v¬0²�ë�±n¬0éî¬�éG.¾G°�±n¯l°i �Îsº1Ë1Î; Cê�°/¯l´1¬,«&É È£«?¬�°�±�ñ;±�´î¬0éL
¼\¸G°�°/³´1¬ ë*¯l° ��±�´L®5«&°/°0«uËlÁ�¶¹±�´L¼³�¬0éG�ê�¯l¸G°/¬�é¾G±Q'l¯&¬�±�²�´G¯&¬�±�´�¬0éGq¼³¸G°/°�³´1¬ ê�°/¯l´1¬uï�¬0éGq¾=\´GµG±n´G®
¸G¾§µ-«?¬��ê�°�¯lÈ ¬0éG2¬�éG±�°/µ�¾L±7'l¯?¬�±�²f«&¾L¾GÉ�±n³µD%�Én±�´G�%0/�,h,�Á � éG�°/³È£«&±�´G±n´G®Â\Î�º1Ë�Î0Â�¼³¯l´1¬0°/±�ºG¸¹¬0±�¯&´
ºGÉn¯¹¼=�	±�²��ñ^¬0\´GµG\µ·¬0¯4éG¯lÉ�µ.¬0éL£¼\¸G°�°/³´1¬/ �Î�º1Ë�Î  �ê�°/¯l´1¬,«&É+È£«?¬�°�±�ñ=Á¢¶¹±�´L¼³�¬0éG±n²�±n²f¬0éG�³´Gµ ¯&ê
¬�éG�¼,é-«?±�´�ï^¬0éG�¾=\´GµG±�´L®�¸G¾§µ-«?¬0\²@%�ê�°/¯lÈ ¬0éL�ê�¯l¸G°v¬0é5¾G±Q'l¯&¬=,�«?°� «?¾G¾GÉ�±n³µ�ï¹«&´Gµ£¬0éG�°�³È£«&±n´G±�´G®
Â\Î�º1Ë�Î0Â�³´1¬0°vË�$ � � ���� ±n²f²/¬,«?¼=�&³µC«&² ¬0éL�ê�¯&¸G°/¬�é�¼\¯l´1¬0°/±�ºG¸L¬�±�¯l´�ºLÉ�¯^¼=�5%�Én±�´G�%0/%/%/)/�, ,YÁ2Æ�¯&¬��¬0é-«J¬¬�éG£¬�éG±�°/µ ¼\¯l´1¬0°�±nºG¸L¬�±�¯l´ ºGÉ�¯^¼=�ë¡«?²$´G 'l³°$²/¬,«?¼=�&³µTï+ºG¸L¬$ë"«&²$«&²�²/³È�ºGÉn³µ·±n´C¾GÉ�«&¼³�±�´1¬�¯)¬0éL
ê�¯l¸L°/¬0éê�°/¯l´1¬,«&É!È¢«?¬�°�±�ñTÁ�Æ�¯¹µG�Ã�±n²f«&´.Í���²/¯l´.¯&ê�´G¯^µG2åGï�º§³¼³«&¸G²��±�¬0² \´�¬�±�°/2¼³¯l´1¬0°/±�ºG¸¹¬0±�¯&´
ºGÉn¯¹¼=�£¼u«&´4º§q«?²�²�\È�ºGÉn³µ4±�´1¬0¯�´G¯^µGfåGï- 'l³´4¬0éG¯&¸G®lé� ��� ±n²G6³\°�¯GÁ

*¹Á � éG 2GêÓ¬�é�ê�°/¯l´1¬,«&É!È¢«?¬�°�±�ñ±n²�¸L²�³µ.¬0¯�ê�«&¼�¬0¯l°/±d6³2¼\¯lÉ�¸LÈ£´G²{*4«&´Lµg(¹Á>B¦±�°�²v¬uï�«�ÃJÎ�º�Ë1Î  5ê�°/¯l´1¬,«&É
È£«?¬0°/±�ñ %�¼\¯lÉ�¸LÈ£´G²A*«&´GµD(Lï�«&´Lµ °/¯_ë�²�*¹ïN(Lï�«&´Gµ <^,�±�²�¼\¯l´G²/¬�°�¸G¼�¬0\µ ±n´�«å?Îsº1Ë1Îsåë*¯l° ��±n´G®
«&°/°0«uËlÁ .�ê*¬0éG�²/±�ñ^¬0é.¾G±Q'l¯&¬�°/¯�ë «&´Gµ�¼³¯lÉn¸GÈ�´.«&°��±�´L¼³É�¸LµG³µ.±�´�¬�éG±�² ê�°/¯l´1¬,«&ÉPÈ£«?¬�°�±�ñ	¾G°/±�¯l°�¬�¯
«&¾L¾GÉnË^±�´L®�¬�éG�¾=\´GµG±�´L®)¸G¾§µ-«?¬�2ê�°�¯lÈ ¾L±7'l¯?¬q°/¯_ë «&´Gµ�¼³¯lÉn¸GÈ�´)*^ï�¬�éG³´C«4²/±�´G®lÉn 6³\°�¯	\´1¬0°/Ë
ë*¯l¸GÉnµ º§£¾L°�³²/³´1¬�%������ , ±�´.¬0éG2ê�°�¯&´�¬0«&É�È¢«J¬0°�±�ñ=Á�Ê ²/±�´G®lÉn�È¢«?¬�°�±�ñ^Î�È¢«J¬0°�±�ñ4È�¸GÉ�¬0±�¾LÉnË)¼³¯l¸GÉnµ
º§$¸G²/³µ¬�¯5«&¾G¾LÉnË�¬0éL$¾§³´GµG±n´G®5¸G¾§µ-«?¬�³²�ê�¯l°�²v¬0\¾G²@*¢«&´Lµ�(Lï§ºG¸L¬�¬0éG±n²�ë*¯l¸GÉ�µ)É�³«&µ)¬�¯5�ñ^¬0°�«
¼\¯lÈ£¾L¸L¬,«?¬�±�¯l´L²që�±n¬�é·¬0éG±n²A6³\°�¯.³´1¬�°/ËlÁC¶¹±n´G¼³�´G¯�Yñ¹¾GÉ�±n¼³±n¬�6³\°�¯l²�«&°/�«&ÉnÉ�¯_ë"\µ3±�´C¬�éG±�²$²�È£«&É�É
YñG«?È£¾GÉn&ï�¬0éG$¸G¾=µG«?¬0�ê�¯l°�¬�éG�2GêÓ¬�é¾G±Q'l¯&¬�°�¯_ë «&´Gµ¼\¯lÉ�¸GÈ�´«?°��«?¾G¾GÉ�±n³µ�Á�Æ�¯¢¼³¯l´1¬0°/±�ºG¸¹¬0±�¯&´
ºGÉn¯¹¼=�.±n²$²/¬0«&¼=�&\µ�ï�éG¯_ë" 'l³°\Á � éG5ê�°�¯l´1¬0«&É*È£«?¬�°�±�ñ�±n²q¬�éG³´3Yñ¹¬�³´GµL³µ %�²�\5É�±n´GC%0/%/%/`, ,q«?´Gµ
¬�éG�²�±�ñ^¬�é ¾G±Q'l¯&¬�°/¯_ë «&´Gµ�¼³¯&É�¸GÈ�´.±�²f¼³¯&´G²/¬�°�¸G¼�¬0³µC±�´�«i �Îsº1Ë1Î; ¢ê�°�¯&´�¬0«&É+È£«?¬0°/±�ñ=Á � éG�²�±�ñ¹¬�é
¼\¯l´1¬0°�±nºG¸L¬�±�¯l´ºLÉ�¯^¼=�	±�²�´G¯&¬f²v¬,«&¼=�?³µ�ï¦«&´Gµ�¬0éL2¾=\´GµG±�´L®�¸G¾=µG«?¬0\²�ê�¯&°�¬0éG2²/±�ñ^¬0é.¾G±Q'l¯&¬ ±�² ´G¯?¬
Ë&\¬�«&¾G¾GÉn±�\µ�Á

(LÁ�¶¹±n´G¼³£¬0éG5²/:'&³´1¬0é ¾G±7'&¯&¬2\´�¬�°/Ë�$ ��� ���� µL¯¹\²�´G¯&¬2°/³²/±�µG5±n´C¬0éL5¼³¸G°/°�\´�¬2ê�°/¯l´1¬,«&É�È£«?¬0°/±�ñ=ï!¬0éL¾§³´GµL±�´G®5¸L¾=µ-«J¬0�ê�¯l°�¬0éG�²/±�ñ^¬0é.¾G±Q'l¯&¬�°�¯_ë'«&´Gµ�¼³¯&É�¸GÈ�´	±n²f«&¾G¾GÉn±�\µ %�Én±�´G�%0/�,h,�Á � éG�ê�°/¯l´1¬,«&É
È£«?¬0°/±�ñ�±n²¦¬0éL³´2�ñ^¬�³´GµG\µ�±�´�²/±d6³�ê�°�¯lÈ Â\Î�º1Ë�Î0Â"¬0¯{ �Îsº1Ë1Î; A%�É�±n´G$%./%/%/�,h,�ï&«&´Gµ�¬0éL"²� 'l\´�¬�é£¾L±7'l¯?¬
°/¯�ëî«&´Gµ¢¼\¯lÉ�¸LÈ£´�«&°/�«&²/²�\È�ºGÉ�\µ�Á � éG�³±n®lé1¬0é¢¾L±7'l¯?¬*°/¯_ë «&´Gµ£¼³¯lÉn¸GÈ£´£«&°/�¬�éG³´£ê�¯l¸G´Gµ�Á � éG
¼,é-«?±�´�³´GµL²�«?¬�¬�éG±�²¡ê�°/¯l´1¬,«&É�È£«?¬�°�±�ñ=ïL«&´Gµ�¬0éGfê�«&¼�¬0¯l°/±d6u«J¬0±�¯&´5±�²�¼\¯lÈ£¾LÉ�\¬�&Á

� éG��ñL«&È�¾GÉn	ë"¯&¸GÉ�µî¼,é-«?´G®l	ë�±�¬0é;ê�¸GÉnÉnË °�\Éz«Jñ¹³µ «?È¢«&Én®1«&È£«?¬0±n¯l´�Á � ´GÉnË�¬së*¯�¼³¯l´1¬0°/±�ºG¸¹¬0±�¯&´
ºGÉn¯¹¼=��²¢ë*¯l¸GÉnµ;º=)²/¬0«&¼=�&\µ�ï�¯l´L	ê�¯l°�¬0éGC2G°�²/¬¢ê�°�¯l´1¬,«?É�È£«?¬0°/±�ñ=ï�«&´Lµ;¯l´G	ê�¯&°�¬�éG	ê�¯l¸G°v¬0é ê�°/¯l´1¬,«&É
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È£«?¬0°/±�ñ=Á)Ê °0«&´V�lÎ  4¸G¾§µ-«?¬�¢ë"¯&¸GÉ�µ·º§�«&¾L¾GÉ�±n³µ ê�¯&°q¬0éL ��*��=(�	¢ê�°�¯l´1¬,«?É*È£«?¬0°/±�ñ=ï!°�«?¬0éL³°q¬�é-«&´C¬së*¯
²�\¾-«&°�«?¬0�°0«?´V�lÎ,Â�¸G¾=µG«?¬0\²³Á

� ����� �{�[� � �{�F��l �T���������:���

.s´$¬�éG±�²�²�\¼\¬0±n¯l´q¬�éG"Yñ¹¾=\°�±�È�³´1¬0«&É�µG³²/±�®l´2«?´Gµ$±�¬0²�°�³²/¸GÉn¬�²!«?°�"¾L°�³²/³´1¬0\µ�Á  ¸-«&Én±n¬,«J¬0±7'&+¯lºG²/³°h'?«?¬�±�¯l´L²
«&º§¯l¸L¬�¬�éG³²/q°/³²�¸LÉn¬0²�«&°/�È¢«&µLf±�´5¬0éL�²/¸GºG²/³ô�¸G³´1¬f²/³¼�¬0±�¯&´�Á

� éG"´L\ë�È�\¬0éL¯¹µ�ï�� çbBPò=Ê�ª ó '^åGÁ�Âlï&±n²�¼\¯lÈ�¾-«&°�\µqë�±�¬0éqÍ���ï?¶¹¸G¾§³°0Í���ïlç)Ê�Ã-<Lï?«&´Gµ�¬0éG�Éz«?¬�³²v¬
&/¸G´L²/Ë^È£È�\¬�°�±n¼ (�'l\°�²�±n¯l´C¯?ê�ç)Ê�åGÂÅ!eJÌ¤ï¦°/\ê�\°�°�\µ ¬�¯)éG\°�£«&²qç)Ê�åLÂu¸�Á5ð�«&¼,é È£�¬0éG¯^µ.ë¡«&²�¬0\²/¬�³µ
¯l´�«£½ ³ÉnÉ¦Í�«?¬�±n¬�¸GµG$ªE<&å �£ë�±�¬0é«F ¢À@8?6�ò�³´1¬0±n¸GÈ å�ç ¾G°/¯¹¼\³²�²/¯l°³ï¦Â�À@# ¯&ê+È£«&±n´)È�³È�¯l°/Ë&ïT«?´Gµ
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